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Resumen
Sea n un entero no negativo y sea B(−α)n , E
(−α)
n y G
(−α)
n los polinomios de orden negativo de Bernoulli, Euler y
Genocchi. En el presente paper estudiamos algunas propiedades de estos polinomios y demostramos algunas
propiedades de los polinomios de Genocchi.
Palabras claves: polinomios de Genocchi, nu´meros de Genocchi, fo´rmula de sumacio´n, polinomios de Bernou-
lli, Euler y Genocchi de orden negativo.
Abstract
Let n be a integer non-negative and let be B(−α)n , E
(−α)
n and G
(−α)
n the negative order Bernoulli, Euler and
Genocchi polynomials. In the present paper we study Some properties of these polynomials and prove some
properties Genocchi polynomials.
Keywords: Genocchi polynomials, Genocchi number, summation formula, negative order Bernolli Euler and
Genocchi.
1. Introduccio´n
Para n ∈ N los polinomios de Genocchi Gn(x) [1, 5] son definidos por medio de la siguiente funcio´n generatriz
2z
ez + 1
ezx =
∞∑
n=0
Gn(x)z
n
n!
, donde |z| < pi. (1)
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Estos polinomios se pueden expresar de forma explı´cita (ver [5]) por.
Gn(x) =
n∑
k=0
(
n
k
)
Gkx
n−k, n ∈ N0. (2)
Los polinomios de Genocchi son de fundamental importancia en el ca´lculo de las diferencias finitas y tienen va-
riadas aplicaciones en otros campos como la Estadı´stica, Teorı´a Combinatoria, Teorı´a de Nu´meros, Geometrı´a
Diferencial, Topologı´a Algebraica y Ana´lisis Nume´rico. Por ello, han sido ampliamente estudiados como se
registra en [1, 2, 3, 4, 6]. Cuando x = 0 aparecen los nu´meros de Genocchi
2z
ez + 1
=
∞∑
n=0
Gnz
n
n!
, |z| < pi. (3)
De aquı´ sigue Go = 0, G1 = 1 y G2n+1 = 0, n ≥ 0.
Muchas extensiones para estos polinomios y otros con estrutura similar, han sido estudiadas [4, 6], en particular
en [3] se considera la familia de polinomios de Genocchi generalizados de orden α, G(α)n (x) donde α ∈ N,
definidos por la siguiente funcio´n generatriz
(
2z
ez + 1
)α
ezx =
∞∑
n=0
G
(α)
n (x)zn
n!
, donde |z| < pi. (4)
De donde, G(α)n (x) = 0 para n < α, y G
(0)
n (x) = xn. Si α = 1 tenemos G
(1)
n (x) = Gn(x). Los nu´meros de
Genocchi de orden α son G(α)n = G
(α)
n (0).
En el presente trabajo se realiza un estudio de los polinomios de BernoulliB(−α)n (x), EulerE
(−α)
n (x) y Genocchi
G
(−α)
n (x) de orden negativo tomando como base [3, 5, 6]. En la seccio´n 2 damos algunas observaciones y resul-
tados conocidos de los polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi que sera´n utilizados durante
el trabajo. Finalmente en la seccio´n 3 estudiamos la demostracio´n de algunas propiedades de los polinomios
generalizados de Genocchi de orden negativo G(−α)n (x).
2. Preliminares
En todo este trabajo, denotamos por N, N0, R, R+ y C el conjunto de los naturales, enteros no negativos, reales,
reales positivos y el conjunto de los nu´meros complejos.
OBSERVACIO´N 2.1. Para j, k, l,m, n ∈ N0, las siguientes propiedades para la suma se cumplen.( ∞∑
n=0
an
)( ∞∑
n=0
bn
)
=
∞∑
n=0
(
n∑
k=0
an−kbk
)
, (5)
n∑
j=0
An−jBj =
n∑
j=0
AjBn−j , (6)
n∑
j=0
n−j∑
k=0
ajk =
n∑
k=0
n−k∑
j=0
ajk. (7)
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Los nu´meros de BernoulliBn y los nu´meros de Euler En esta´n definidos como los coeficientes de las siguientes
funciones generatrices.
z
ez − 1 =
∞∑
n=0
Bnz
n
n!
, |z| < 2pi. (8)
sech(z) =
2ez
e2z + 1
=
∞∑
n=0
Enz
n
n!
, |z| < 1/2pi. (9)
Los nu´meros de GenocchiG2n esta´n relacionados con los nu´meros de BernoulliB2n y con los nu´meros de Euler
E2n−1(0) respectivamente por.
G2n = 2(1− 22n)B2n, G2n = 2nE2n−1(0). (10)
Los nu´meros de Bernoulli Bn, Euler En y los nu´meros de Genocchi Gn con n ≤ 10 son.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Bn 1 −1/2 1/6 0 −1/30 0 1/42 0 −1/30 0 5/66
En 1 0 −1 0 5 0 −61 0 1385 0 −50521
Gn 0 1 −1 0 1 0 −3 0 17 0 −155
Los polinomios de Bernoulli Bn(x), de Euler En(x) y de Genocchi Gn(x) con n ≤ 5 son.
n 0 1 2 3 4 5
Bn(x) 1 x− 12 x2 − x+ 16 x3 − 32x2 + x2 x4 − 2x3 + x2 − 130 x5 − 54x4 + 53x3 − x6
En(x) 1 x− 12 x2 − x x3 − 32x2 + 16 x4 − 2x3 + 23x x5 − 52x4 + 53x2 − 12
Gn(x) 0 1 2x− 1 3x2 − 3x 4x3 − 6x2 + 1 5x4 − 10x3 + 5x
Para un para´metro α ∈ N [6], los polinomios de Bernoulli generalizados B(α)n (x) y los polinomios de Euler
generalizados E(α)n (x) de orden α son definidos por las siguientes funciones generatrices.
(
z
ez − 1
)α
ezx =
∞∑
n=0
B(α)n (x)z
n
n! |z| < 2pi, (11)
(
2
ez + 1
)α
ezx =
∞∑
n=0
E(α)n (x)z
n
n! |z| < pi. (12)
OBSERVACIO´N 2.2. (i) Para α = 1 los polinomios cla´sicos de Bernoulli Bn(x) y los polinomios cla´sicos de Euler
En(x) son dados por
B(1)n (x) = Bn(x) y E
(1)
n (x) = En(x), n ∈ N0.
(ii) Dado los para´metros α, β ∈ N, los polinomios generalizados de Bernoulli cumplen la siguiente relacio´n [2].
B(α+β)n (x+ y) =
n∑
k=0
(
n
k
)
B
(α)
k (x)B
(β)
n−k(y), n ∈ N0. (13)
(iii) Dado α ∈ N los polinomios generalizados de Euler esta´n relacionados con los polinomios de Bernoulli por (ver [3]).
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Gαn(x+ y) =
n∑
k=0
2
k + 1
(
n
k
)(
E
(α−1)
k+1 (y)−G(α)k+1(y)
)
Bn−k(y), n ∈ N0. (14)
Para α = 2 la gra´fica de los polinomios de Bernoulli generalizadosB(2)n (x) y los de Euler generalizados E
(2)
n (x)
con n ≤ 4 se ilustran a continuacio´n
Polinomios Generalizados de Bernoulli Polinomios Generalizados de Euler
3. Polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi de orden ne-
gativo
Dado un para´metro α ∈ N [3], los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B(−α)n (x) y los
polinomios de Euler generalizados de orden negativo E(−α)n (x) esta´n definidos por la siguientes funciones
generatrices
(
ez − 1
z
)α
ezx =
∞∑
n=0
B(−α)n (x)z
n
n! |z| < 2pi, (15)
(
ez + 1
2
)α
ezx =
∞∑
n=0
E(−α)n (x)z
n
n! |z| < pi. (16)
Los polinomios de Bernoulli B(−α)n (x), de Euler E
(−α
n (x) con n ≤ 4 son
n 0 1 2 3 4
B
(−α)
n (x) 1 x+
α
2 x
2 + αx+ α(3α+1)12 x
3 − 32αx2 + α(3α+1)4 x+ α
2(α+1)
8 x
4 + 2αx3 + α(3α+1)2 x
2 + α
2(α+1)
2 x+ C0
E
(−α)
n (x) 1 x+
1
2α x
2 + αx+ α(α+1)4 x
3 + 32αx
2 + 3α(α+1)4 x+
α2(α+3)
8 x
4 + 2αx3 + 3α(α+1)2 x
2 + α
2(α+3)
2 x+ C1
Donde,
C0 =
α(15α3 + 30α2 + 5α− 2)
240
, C1 =
α(α+ 1)(α2 + 5α− 2)
16
.
Para α = 2 la gra´fica de los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B(−2)n (x) y los de Euler
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generalizados de orden negativo E(−2)n (x) con n ≤ 4 se ilustran a continuacio´n.
Bernoulli generalizados de orden negativo Euler generalizados de orden negativo
DEFINICIO´N 3.1. Para n ∈ N0, α > 0, los polinomios de Genocchi de orden negativo −α de G(−α)n (x) son definidos
mediante la siguiente funcio´n generatriz.
(
ez + 1
2z
)α
ezx =
∞∑
n=−α
G
(−α)
n (x)zn
|n|! |z| < 2pi, α ∈ N, (17)
de donde G(−α)n (x) no esta´ definido cuando n < −α.
De algunos ca´lculos en (17) obtenemos
G
(−α)
−n (x) = | − α|!,
G
(−α)
−n+1(x) = | − α+ 1|!
(
x2 +
1
2
α
)
,
G
(−α)
−n+2(x) = | − α+ 2|!
(
x2 + αx+
α(α+ 1
2
)
,
G
(−α)
−n+3(x) = | − α+ 3|!
(
x3 +
3α
2
x2 +
3α(α+ 1)
4
x+
α2(α+ 3
8
)
.
Para α = 2 la gra´fica de los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo G(−2)n (x) con n ≤ 4 se
ilustran a continuacio´n
Genocchi generalizados de orden negativo G(−α)n (x)
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OBSERVACIO´N 3.1. (i) Los nu´meros de Genocchi G(−1)n , n ∈ N0 forman la sucesio´n
1
2
{
1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
5
, . . .
}
.
(ii) Notamos que
A(−1)n = l´ım
n→∞
G
(−1)
n−1
G
(−1)
n
= l´ım
n→∞
n+ 1
n
= 1.
(iii) Los polinomios G(−α)n (x), esta´n relacionados con los polinomios E
(−α)
n (x) por
G(−α)n (x) =
|n|!
(n+ α)!
E(−α)n (x). (18)
4. Algunas Propiedades de los polinomios G(−α)n (x)
Los polinomios G(−α)n (x) satisfacen la siguiente fo´rmula de sumacio´n.
TEOREMA 1. Para α ∈ N, n ∈ N0, la siguiente relacio´n para los polinomios generalizados de Genocchi de orden negativo
G
(−α)
n (x) se cumple.
G(−α)n (x+ y) =
n∑
j=−α
( |n|!
(n− j)!|j|!
)
G
(−α)
j (x)y
n−j . (19)
Demostracio´n. De (17) y un uso adecuado de (5) y (7) tenemos,
∞∑
n=−α
G(−α)n (x+ y)
tn
|n|! =
(
(1 + et)
2t
)(α)
e(x+y)t
=
(
(1 + et)
2t
)(α)
etxety
=
∞∑
n=−α
G(−α)n (x)
tn
n!
∞∑
n=0
yntn
n!
=
∞∑
n=−α
n∑
j=−α
|n|!
(n− j)!|j|!G
(−α)
j (x)y
n−j t
n
|n|! .
Comparando los coeficientes de t
n
|n|! sigue (19).
TEOREMA 2. Para α ∈ N, n ∈ N0, la siguiente relacio´n para los polinomios generalizados de Genocchi de orden negativo
G
(−α)
n (x) se cumple.
G(−α)n (−α− x) = (−1)n+αG(−α)n (x). (20)
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Demostracio´n. De (17) tenemos,
∞∑
n=−α
G(−α)n (−α− x)
tn
|n|! =
(
(1 + et)
2t
)(α)
e(−α−x)t
=
(
(1 + et)
2t
)(α)
e−αte−tx
=
(
(1 + et)
2ett
)(α)
e−αte−tx
= (−1)α
(
(1 + e−t)
2(−t)
)(α)
e−tx
= (−1)α
∞∑
n=−α
(−1)nG(−α)n (x)
tn
|n|!
= (−1)n+α
∞∑
n=−α
G(−α)n (x)
tn
|n|! .
Comparando los coeficientes de t
n
|n|! sigue (20).
OBSERVACIO´N 4.1. (i) Dado α = 1, n ∈ N, los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo G(−1)n (x)
cumplen la siguiente relacio´n.
(n+ 1)G(−1)n (x) = n(x+ 1)G
(−1)
n−1 (x)−
1
2
G(0)n (x). (21)
(ii) Para α = 1, n ∈ N, los polinomios de Genocchi generalizados de orden negativo G(−1)n (x) esta´n relacionados con
los polinomios de Bernoulli generalizados de orden negativo B(−1)n (x) por.
G(−1)n (1 + x)−G(−1)n (x) = 2nB(−1)n (
x
2
). (22)
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